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玻璃-橡胶混合颗粒体系的弹性行为研究∗
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( 2017年 12月 30日收到; 2018年 3月 6日收到修改稿 )

废旧橡胶制品颗粒与砂土颗粒混合物作为建筑填充材料具有环保、轻质、减震效果好等特点. 软硬组分的
混合比例可以调制体系力学性能从而实现兼顾材料柔韧性与强度的需求, 但细观层面上材料性能改变的原因
尚不明确. 本文主要研究玻璃 -橡胶混合颗粒体系的弹性行为及其微观机制. 利用飞行时间法测量混合材料
等效动弹性模量, 发现随着橡胶颗粒增加, 体系逐渐从类玻璃刚性行为转变为类橡胶柔性行为. 离散元模拟
结果与实验结果类似. 此外, 模拟显示低橡胶颗粒占比样品内主要由玻璃颗粒构成主力链结构, 而橡胶颗粒
基本不参与强力链的构成. 当橡胶颗粒占比较大时, 玻璃颗粒和橡胶颗粒共同构成主力链网络结构, 但颗粒
间法向接触力分布相对更为均匀, 可视为玻璃颗粒悬浮于橡胶颗粒中. 基于上述结果, 提出了改进的等效介
质理论, 用于描述混合颗粒体系的弹性行为. 研究认为: 橡胶颗粒占比较小时内部颗粒的变形相对均匀, 材料
近似满足等应变假设, 视为并联弹簧模型; 橡胶颗粒占比较大时混合材料近似满足等应力假设, 视为串联弹簧
模型. 两种模型得到的结果与模拟结果一致. 上述结果有利于从微观角度揭示混合颗粒材料弹性行为的变化
机制.

关键词: 混合颗粒, 离散元, 声速测量, 动弹性模量
PACS: 45.70.–n, 46.40.Cd, 43.40.+s DOI: 10.7498/aps.67.20172772

1 引 言

颗粒物质是大量宏观粒子聚集而成的多体系

统. 从环绕木星的小行星到沙漠中的沙粒, 从南极
的浮冰到调味罐里的食盐, 日常生活生产中遇到的
许多物质都以颗粒的形态而存在. 由于粒子之间的
碰撞及摩擦, 颗粒物质具有典型的强耗散非平衡态
体系的特点, 与牛顿流体或者弹性固体等连续性介
质有显著的区别. 在外界扰动下, 颗粒物质会在微
观 -介观 -宏观三个空间结构尺度下展现出多个不
同特征时间尺度的动力学行为 [1−3]. 对这些行为发
生的原理以及机制的认知不仅有助于揭示颗粒材

料的基本物理力学特性, 而且对于生产及原料运输

过程中的能源节约以及山体滑坡等自然灾害的预

防有重要现实意义.
玻璃 -橡胶颗粒混合材料具有低质量密度、强

可压缩性、高阻尼等特点, 可应用于廉价路基材料、
建筑材料、吸能材料、柔性浮力材料等领域 [4−6]. 弹
性模量是材料重要的性能参数, 宏观上弹性模量可
以衡量物体在外载荷下抵抗弹性变形能力的强弱,
微观上弹性模量则是材料单元之间键合强度的指

标. 调制适当的材料配比可以实现兼顾刚度和柔韧
性的二元颗粒混合材料, 但材料混合比例对于混合
颗粒体系弹性行为的影响以及微观机制尚不明确.
李丽华等 [7]利用动三轴仪研究颗粒混合土的动力

学特性, 发现混合土较纯砂土动强度降低而等效阻
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尼比增加. Lee等 [8]研究小粒径橡胶颗粒和大粒径

砂土混合材料的动态行为, 发现材料表观模量是砂
土颗粒含量占比的函数, 且函数形式受到样品所处
围压状态的影响. 陈琼等 [9]针对直剪条件下玻璃

-橡胶混合体系动力学研究展开, 发现随着橡胶颗
粒含量的增加, 体系会出现剪涨到剪缩的相转变过
程, 并且伴随着体系弹性的提高. 已有研究主要从
工程应用角度出发, 针对不同应力状态下的样品描
述其宏观力学性能的变化, 对其微观机制的研究和
讨论尚显不足. 另一方面颗粒材料是包含多特征时
间尺度弛豫效应的复杂材料, 其高频动态行为与准
静态行为有较大差异, 而目前主要实验研究多为准
静态加载, 缺乏针对混合颗粒材料在高频或者高应
变率条件下的动力学行为的系统研究.

利用声速测量来反演材料的弹性模量 [10]是材

料动态行为研究的常用手段. Jia等 [11,12]观察到弹

性波在随机密堆颗粒体系中传播时, 波形信号由传
播速度较快的直接透射相干波和时间较慢但持续

时间很长的散射波两部分组成. 其中根据直接透
射相干波定义的飞行速度由样品宏观动弹性模量

决定, 并符合基于Hertz-Mindlin接触的等效介质
理论 (effective medium theory, EMT)描述. 近年
来陆续有学者 [13−18]利用声波探测技术研究单一

材料颗粒样品在准静态压缩、直接剪切、三轴剪切

等加载条件下的宏观力学特征、耗散机制以及内部

结构的演变特征. 由于不同材料参数的耦合作用,
混合颗粒材料内部颗粒间接触的作用机制以及分

布形式更为复杂, 进而引起相对单一材料更为独特
的弹性行为规律. Taghizadeh等 [19]最近的研究声

称玻璃 -橡胶混合材料的等效弹性模量与橡胶颗粒
占比存在非单调关系, 令人惊奇的是特定比例下硬
玻璃珠和软橡胶珠混合样品的动弹性模量甚至会

超过纯玻璃颗粒的动弹性模量. 但它们的实验观
察结果却与模拟结果大相径庭, 对此作者认为此问
题仍有待于未来更进一步的研究. 有鉴于此, 本文
通过声学测量和离散元 (discrete element method,
DEM)模拟方法对玻璃 -橡胶混合颗粒的弹性行为
变化规律以及发生机制进行研究. 测量了混合颗粒
体系不同橡胶占比下压缩波波速和等效动弹性模

量的变化趋势并从力链结构以及微观接触力分布

角度讨论产生该变化趋势的原因; 针对不同比例的
混合颗粒提出两种改进的等效介质理论模型用于

描述混合颗粒体系的波速变化规律.

2 实验方法与结果

2.1 实验方法

实验装置如图 1所示. 整个装置由样品池、力
学加压系统和声波探测系统组成, 其中样品池为
内径D1 = 54 mm, 高H = 90 mm的铝质圆筒;
加压装置由压缩实验机和压力传感器组成, 压缩
实验机型号为智取ZQ-22, 压力传感器显示范围
0—1000 N, 分辨率 1 N; 声波探测系统由声波发生
组件 (脉冲信号发生器、发射式压电陶瓷传感器)以
及声波探测组件 (接收式压电陶瓷传感器、信号放
大器、示波器)组成. 实验开始前, 样品池中通过
点源法堆积总计数量为 4000颗的玻璃珠和橡胶珠
的混合样品, 通过游标卡尺测量玻璃珠和橡胶珠
的粒径. 统计结果显示两种颗粒均为近球形, 直径
(3.00± 0.10)mm. 实验选用粒径基本相等的两种颗
粒以排除形状和级配对实验结果的影响, 并且可以
将样品组分体积比用颗粒单元数目比进行表示. 实
验中以样品所含橡胶颗粒数目占比 ξ为标准进行实

验, 定义为 ξ = NR/N × 100%, 其中NR为橡胶颗

粒数目, N为样品颗粒总数目. 实验时, 首先在混
合颗粒样品上表面放置镶嵌压电陶瓷片的活塞作

为声波发射传感器; 然后将样品池及声波发射传感
置于压缩实验机平压头正下方, 缓慢转动实验机摇
杆向下移动平压头对样品施加法向压力. 为排除样
品制备过程对实验结果造成的随机性影响, 正式测
量前先对样品进行三次循环预加载, 即每次先对样
品加压到 600 N持续 1 min, 至样品表面高度不再
发生变化, 然后加载到500 N进行正式测量.

图 1 实验装置示意图

Fig. 1. Sketch of experiment setup.

本文采用飞行时间法测量样品中的声速. 实
验过程中, 信号发生器每隔 0.05 s发射一个频率
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30 kHz的正弦脉冲激励直径 50 mm的发生器产生
声波, 声波穿透颗粒样品后被直径 50 mm的接收
器接收. 发射信号和接收信号由示波器实时记录
并存储, 如图 2所示, 其中接收信号在示波器接收
前先由信号放大器放大100倍. 图 2 (b)中接收到的
信号包括最先到达的E波以及之后强烈的散射波S
波. 通过测量发射信号和接收信号第一个波形峰值
的时间差 ttof = t2 − t1 (其中 t1和 t2分别代表发射

和接收信号前沿时间)和两个传感器之间样品高度
H, 可以得到E波的传播速度 ctof = H/ttof.

-8

0

8

0 12 24

-4

0

4

(a)

/
V

/µs

(b)

图 2 实验中发射接收波形 (a)发射脉冲波波形图;
(b) 接收波波形图
Fig. 2. Transmitted and received wave in experiment:
(a) Transmitted plus wave; (b) received wave.

2.2 实验结果

利用飞行时间法测量了不同材料混合比例颗

粒样品的压缩波波速, 如图 3 (a)所示, 其中每个数
据点重复实验10次计算平均值. 可以看到在 500 N
的法向压力下, 实验测量压缩波波速随着橡胶颗粒
占比增加呈现非线性单调下降趋势并大致区分为

三个阶段. 橡胶占比 ξ < 20%时, 压缩波波速基本
保持恒定; 而在 20% < ξ < 80%时, 波速表现为较
快下降过程; ξ > 80%时, 波速虽然还在减小但是
非常缓慢. 对于随机堆积颗粒体系, 其在外加载荷
的束缚下, 由于颗粒材料的压缩模量远大于间隙气
体的压缩模量, 故可忽略间隙气体对声波传播的影
响, 认为弹性波仅依靠颗粒之间的相互挤压而形
成的体系内部力链网络进行传播. 钱祖文 [20]研究

表明如果入射波为平面波, 则内部结构散射引起
的次级波也为平面波, 所以可以利用一维非线性
模型等效近似描述实际的三维颗粒介质声波传播

及散射过程. 根据我们的实验结果, 纯玻璃珠样品

测量的压缩波波速约为 920 m/s, 对应的等效波长
l∗ = v/f约为3 cm, 大于10倍颗粒粒径. 故在长波
长极限近似下, 认为混合颗粒材料的等效动弹性模
量M∗与介质中的速度VP有关, 表示为

M∗ = ρmixV
2

P , (1)

其中ρmix是混合颗粒的密度, 由ρmix = (1− ξ)ρg +

ξρr给出, ρg和ρr分别是玻璃颗粒和橡胶颗粒的材

料密度, ξ是颗粒混合物中橡胶的占比. 本实验
选用玻璃珠橡胶珠的密度分别为ρg = 2.4 g/cm3,
ρr = 1.2 g/cm3. 通过方程 (1)计算得到的单轴压
缩实验下混合颗粒材料的等效动弹性模量与混合

材料比例的关系如图 3 (b)所示. 可以看到M∗呈

现一个明显的非线性单调变化, 当 ξ < 20%时, 声
速基本恒定, 主要由于混合颗粒密度的变化导致
M∗缓慢减小, 视为类玻璃颗粒刚性体系; ξ > 80%
时M∗缓慢减小, 视为类橡胶颗粒柔性体系; 而
20% < ξ < 80%时急剧减小, 混合颗粒的力学行为
由刚性向柔性过渡.

/
m
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图 3 实验得到压缩波波速和等效动弹性模量与橡胶颗粒

占比 ξ的关系 (a)压缩波波速随 ξ的变化; (b)等效动弹
性模量随 ξ的变化

Fig. 3. Compressional wave velocity and dynamic ef-
fective elastic modulus versus fraction of rubber par-
ticles ξ obtained by experiment: (a) Compressional
wave velocity versus ξ; (b) dynamic effective elastic
modulus versus ξ.

2.3 模型及参数

为了从颗粒间接触作用及结构几何排布角

度更好地理解实验结果, 采用基于离散元方法的
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EDEM软件实现了与上述实验过程类似的计算机
模拟. 首先构建了直径 54 mm、高度 90 mm的薄
壁圆筒作为容器. 在圆筒上表面随机产生球形颗
粒掉落到下板上, 不同材料比例的玻璃珠与橡胶
珠共 4000颗均匀下落并等待 3—5 s, 直至颗粒平
均速度小于 10−5 mm/s. 随机生成的颗粒粒径为
2.85—3.15 mm. 制备好的颗粒样品如图 4所示. 然
后在距样品上表面 2 mm的上方生成一块刚性上
板, 使上板向下运动一定距离将颗粒表面压平, 随
后向下运动到底板法向受力600 N左右,等待2 s恢
复原位置, 模仿循环加载过程, 3次后上表面高度基
本不发生变化. 最后待上板运动到底板法向力 (扣
除颗粒自重)略超过500 N (多为550 N)后静止, 待
其弛豫到500 N后, 使上板完成一个振幅0.001 mm
频率30 kHz且持续时间为1.25倍周期的往复运动.
这样一个往复运动即模拟实验中压电陶瓷片受电

压激励后的振动. 应当说明的是, 这里上板相较实
验的一个周期的脉冲多运动 1/4周期, 是为了颗粒
在经历上板往复运动以及颗粒弛豫过程后, 其所受
压力与往复运动前基本一致. 记录上板与底板的受
力曲线以确认压缩波飞行时间, 如图 5所示.

Time: 0 s

x
y

z

图 4 模拟制备的颗粒样品 (图示为橡胶颗粒占比 ξ为

50%的样品)
Fig. 4. Prepared particle sample by simulation (sam-
ple at fraction of rubber particles ξ = 50%).

为了实现计算精度但不过度增加计算量, 本文
采用Hertz-Mindlin无滑动非线性接触模型 [21−23]

计算颗粒速度及相互作用力. 在半径为R的单个

颗粒上的作用力包括重力mg、法向和切向方向接

触力Fn和Ft. 通过牛顿运动定律表示系统中颗粒 i

的平动和转动:

mi
d2ri
dt2 = mig +

∑
j

(Fn,ij + Ft,ij), (2)

Ii
d2θi
dt2 = −µr,ijFijRiŵi +

∑
j

Ri × Ft,ij , (3)

式中ri, θi, mi和 Ii分别是颗粒 i的位置矢量、角

位移、质量和惯性矩; ŵi是颗粒 i的单位角速

度
(
ŵi = θ̇i/|θ̇i|

)
; µr,ij是颗粒 i和 j的滚动摩擦

系数. Hertz-Mindlin no-slip模型 [21]中颗粒 i和 j

间法向和切向接触力分别为:

Fn,ij =
4

3
E∗R∗ 1

2 δ
3
2n −

√
20

3
β[E∗m∗(R∗δn)

1
2 ]

1
2 vrel

n,ij ,

(4)

Ft,ij = − min
{
µs,ijFn,ij ,

∣∣∣∣8G∗
√
R∗δnδt

+

√
80

3
β(G∗

√
R∗δnm

∗)
1
2 vrel

t,ij

∣∣∣∣}, (5)

这里等效参数分别为颗粒 i和 j的参数 (半径
R∗、 质量m∗、 杨氏模量E∗和剪切模量G∗),
R∗ = RiRj/(Ri +Rj), m∗ = mimj/(mi +mj),
E∗ = EiEj [(1− ξ2j )Ei + (1− ξ2i )Ej ], 和剪切模量
G∗ = GiGj/[(1− ξ2j )Gi + (1− ξ2i )Gj ]; ξi和 ξj分

别是颗粒 i和 j的泊松比; β是转换系数定义为

β =
ln eij

(ln2 eij + π2)0.5
; eij表示颗粒 i和 j的恢复

系数; vrel
n,ij和 vrel

t,ij分别表示碰撞时颗粒 i和 j的

相对法向和切向速度, vrel
n,ij = (ṙi − ṙj)n, vrel

t,ij =

(ṙi− ṙj +Riθ̇i+Rj θ̇j)×n),
(
n =

ri − rj
|ri − rj |

)
; δn,ij

和 δt,ij分别表示颗粒 i和 j间法向和切向相对位移

通过碰撞时 vrel
n,ij和 vrel

t,ij 计算得到. 值得注意的是
切向力遵循库仑摩擦定律, 最大值为µs,ijFn,ij , 这
里µs,ij是颗粒 i和 j间滑动摩擦系数. 模拟过程各
项材料参数均保持一致, 见表 1 .
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540

0 12 24

485

493

501

(a)

(b)

/
N

/µs

图 5 模拟发射接收波形 (a)发射脉冲波波形图; (b) 接
收波波形图

Fig. 5. Transmitted and received wave in simulation:
(a) Transmitted plus wave; (b) received compressional
wave.
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表 1 模拟参数

Table 1. Parameters used in simulation.

参数 数值 参数 数值

橡胶密度/kg·m−3 1200 玻璃与玻璃恢复系数 0.6

玻璃密度/kg·m−3 2400 橡胶与橡胶静摩擦系数 0.5

橡胶泊松比 0.45 橡胶与玻璃静摩擦系数 0.8

玻璃泊松比 0.3 玻璃与玻璃静摩擦系数 0.5

橡胶模量/Pa 2× 108 橡胶与橡胶滚动摩擦系数 0.01

玻璃模量/Pa 2× 1010 橡胶与玻璃滚动摩擦系数 0.01

橡胶与橡胶恢复系数 0.5 玻璃与玻璃滚动摩擦系数 0.05

橡胶与玻璃恢复系数 0.5

在DEM模拟中, 决定时间步长普遍使用的原
理是对于计算颗粒间增加力和位移的时间步长必

须小于瑞利临界时间步长∆tr, ∆tr可以通过以下

计算得到:

∆tr = π

[
R

0.163ξ + 0.877

√
ρ

G

]
min

, (6)

这里 ρ, ξ和G分别为系统颗粒的密度、泊松比和

剪切模量. 本文考虑计算时间和计算精度, 选择
5%∆tr作为计算步长时间实现模拟.

2.4 模拟结果

通过DEM模拟, 得到了模拟样品的压缩波声
速并求得了等效动弹性模量, 每个数据点重复模拟
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图 6 模拟得到压缩波波速和等效动弹性模量同橡胶颗粒占比

ξ的关系与实验结果的对比 (a)压缩波波速随 ξ变化的模拟

与实验结果; (b)等效动弹性模量随 ξ变化的模拟与实验结果

Fig. 6. Comparison of the results between simulation and
experiment: (a) Comparison of compressional wave veloc-
ity versus ξ by DEM simulations and experiment; (b) com-
parison of dynamic effective elastic modulus versus ξ by
DEM simulations and experiment.

8次. 图 6为模拟得到的压缩波波速与等效动弹性
模量分别随混合组分变化的结果. 受实验条件所
限, 本文实验选用的玻璃珠及橡胶珠的材料参数如
剪切模量、泊松比等不能精准确定, 故参考前人的
相关工作, 选用表 1所列颗粒材料参数来实现模拟,
并主要关注结果变化趋势. 可以看到模拟结果与实
验结果的趋势基本一致. 在橡胶占比 ξ < 20%以内
波速恒定, 随后快速下降, ξ > 80%后声速缓慢减
小. 等效动弹性模量随着 ξ的增加也呈现出单调非

线性下降. 下文对于混合颗粒体系表现出的非线性
行为, 通过力链结构与微观单元接触力的分布进行
分析.

3 讨 论

颗粒材料通过颗粒间相互接触产生的独特的

力链网络结构来承受外界载荷. 光弹实验 [24]显示,
力链网络上局部颗粒间接触有强弱之分, 传递较大
份额荷载的路径构成强力链, 反之形成弱力链. 尽
管强力链颗粒间平均作用力远大于弱力链颗粒间

平均作用力, 但弱力链所包含的颗粒数目却远大于
强力链, 正是力链结构的这种二重性决定了样品的
宏观力学性质. 对于我们的实验结果, 当 ξ < 20%
时样品压缩波波速基本恒定, 考虑到接收到的声波
信号中最先到达的是通过强力链传播而来的直接

透射相干波, 这也暗示混入少量的橡胶颗粒在统计
意义上并没有改变样品中力链的结构特征. 选取模
拟样品轴对称剖面处厚度为 4 mm (略大于 1倍粒
径)的切片, 统计切片内部出现的颗粒间法向的相
互作用力并将大于平均值的法向力矢量用绿色标

记, 接触力越大则力矢量越粗. 由此得到不同橡胶
颗粒占比时样品内部的力链结构, 如图 7所示. 结
果显示当 ξ = 10%以及 ξ = 20%时, 只有极个别的
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橡胶珠参与了主力链的构成, 可视为橡胶珠仅仅填
充在主力链周围的空位. 样品仍然是由玻璃颗粒也
就是硬颗粒所组成的主力链来承担外载荷. 类似于
光学费马原理, 相干波沿着更快的主力链传播, 这
就导致低橡胶占比样品压缩波波速基本恒定的特

征. 当 ξ > 20%以后, 随着混合颗粒体系中橡胶占
比增加, 橡胶颗粒逐渐取代主力链上的玻璃颗粒,
压缩波通过主力链上更软的橡胶珠也就需要花费

更多的时间, 所以声速以及等效动弹性模量持续减
小. 对于 ξ > 80%的样品, 由于橡胶珠模量较低,
每个单元都会有比玻璃单元更大的变形, 其内部力
链分布相对更加均匀, 参与主力链的颗粒数目会更
多, 此时少量的玻璃颗粒可视为悬浮于橡胶颗粒
中, 此范围内玻璃珠含量对声速的影响有限.

考虑到图 7只统计了一个切片上的力链分布,
为了得到更可靠的结论,我们统计了样品内部所
有颗粒间的接触力的概率密度函数,用于描述样品
内部力的分布特征,如图 8所示. 其中颗粒间的接
触类型按三种不同情况统计: g-g, g-r, r-r (其中 g
代表玻璃颗粒, r代表橡胶颗粒). 结果显示: 对于
ξ = 10%及 ξ = 20%的样品, g-g型接触力分布形
式同 ξ = 0%的样品基本相同,且该类型接触力为
样品内部接触力的主要形式, 并为样品提供强接触
力从而形成承受外界载荷的强力链结构. 相对而
言 g-r型与 r-r型接触力不仅数量少, 产生强力的概
率也小于 g-g型接触, 尤其是 r-r型接触基本不包含
大于平均力的接触, 以上结果与单一切片内部力链
图的观察结果是相同的. 对于 ξ = 50% 的样品, 三
种类型的接触力分布基本一致, 可见无论是橡胶颗
粒还是玻璃颗粒都参与了强力链的组成. 当 ξ进一

步增大到80%以上, g-g型接触数目急剧减小, 并且
主要以弱接触形式存在, 且样品内部大于 5倍平均
力的强力出现概率小于低橡胶颗粒占比样品,可以
认为高橡胶颗粒占比样品内部力的分布相对更为

均匀.
文献 [19]报道了相似的实验,但他们的结果显

示当橡胶珠含量 ξ ≈ 20% 的样品等效动弹性模量
甚至超过纯玻璃珠样品,对于这个结果作者也没有
给出明确的解释. 我们查阅的其他文献所报道的
各实验条件下的弹性模量结果均是随着橡胶颗粒

增加而减少. 但文献 [19]与本文结果一致的是玻璃
-橡胶混合颗粒样品均表现为从类玻璃的刚性行为

转变为类橡胶的柔性行为的非线性变化.这种变化
趋势和多相均匀连续介质的声速测量结果十分类

似. 已有工作 [25,26]证明多相均匀连续介质的声速

测量结果介于两个极限之间, 即: 基于等应变假设
的Viogt上限和等应力假设的Reuss下限. 这种相
似性意味着混合颗粒内部声传播也可能存在两种

不同的机制. 对于单种颗粒材料, EMT能够较好
地描述满足紧束缚及仿射变换近似颗粒体系的弹

性波行为. 对于二元混合颗粒材料尚缺乏相关模
型, 这里我们简单讨论EMT对混合颗粒样品的适
用性. EMT 从颗粒间的Hertz接触模型出发, 基于
平均场理论的思想,建立起单一介质颗粒固体力学
量和声速之间的关系.压缩波波速满足

Vp =
√
(K + 4µ/3)/ρ∗, (7)

其中K为体积模量, µ为剪切模量, ρ∗为样品等效
密度. K, µ又分别记为:

K =
Cn
12π

(φz)
2
3

(
6πP

Cn

) 1
3

, (8)

µ =
Cn +

3

2
Ct

12π
(φz)

2
3

(
6πP

Cn

) 1
3

, (9)

其中Cn为法向刚度, Ct为切向刚度, φ为体积分

数, z为平均配位数.
由于颗粒间无论是哪种材料的相互接触都认

为满足Hertz关系, 即认为球与球之间通过非线性
弹簧链接. 则将混合颗粒样品整体作为质点 -弹簧
复杂网络体系. 上文已经说明在 ξ < 20%时主要
由玻璃珠构成主力链结构, 考虑到玻璃珠的模量远
大于橡胶珠, 则此时样品内部颗粒间的变形较接触
力的分布更为均匀, 近似满足等应变假设, 类比于
振动力学多弹簧连接等效刚度的思想, 认为混合颗
粒样品可以简化为并联弹簧模型. 反之当 ξ > 80%
时, 橡胶珠变形较大, 但颗粒间作用力分布相对均
匀, 如图 8 (e)和图 8 (f)所示, 故可将混合颗粒简化
为串联弹簧模型. 对于混合颗粒, 推导其EMT 严
谨的解析形式十分困难, 这里进行一个近似化处
理. 假设样品的串联等效刚度为:

cn =
1

(1− ξ)/cn1 + ξ/cn2
, (10)

ct =
1

(1− ξ)/cn1 + ξ/cn2
, (11)

并联等效刚度为
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cn = (1− ξ)cn1 + ξcn2, (12)

ct = (1− ξ)ct1 + ξct2. (13)

将不同材料比例调制的等效刚度代入 (7)—(9)式

即可得到两种改进EMT模型的计算结果.

图 7 不同 ξ时样品内部的力链图 (图中粉红色颗粒为玻璃珠,黄色颗粒为橡胶珠,绿色矢量为颗粒间大于平均法向力的力矢
量, 线越粗代表力矢量越大)
Fig. 7. The force chain diagram of the samples at different ξ (the pink particles are glass beads and the yellow
particles are rubber beads, the green vector is force vector larger than average normal force between the particles,
the thicker line represent the larger force).

104502-7

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 10 (2018) 104502

10-2 10-1 100

ξ=0% ξ=10%

ξ=20% ξ=50%

ξ=80% ξ=90%

ξ=100%

101
10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

 g-g

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

fn⊳<fn>

10-2 10-1 100 101

fn⊳<fn>

10-2 10-1 100 101

fn⊳<fn>

10-2 10-1 100 101

fn⊳<fn>

10-2 10-1 100 101

fn⊳<fn>

10-2 10-1 100 101

fn⊳<fn>

10-2 10-1 100 101

fn⊳<fn>

(a)  g-g

 r-r

(b)

 g-r

 g-g
 g-r

(c)

 r-r

 g-g(d)
 g-r
 r-r

 g-g(e)

 g-r
 r-r

 g-g(f)

 g-r
 r-r

 r-r
(g)

图 8 不同 ξ时颗粒间法向接触力的概率密度函数 (g 代表玻璃珠, r代表橡胶珠, (a)—(g)分别代表 ξ = 0%, 10%, 20%,
50%, 80%, 90% 和 100%)
Fig. 8. The probability density function of the normal contact force between the particles at different ξ (g stands
for glass beads, r stands for rubber beads, Figures (a)–(g) stands for ξ = 0%, 10%, 20%, 50%, 80%, 90% and 100%).
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图 9 改进等效介质理论模型声速计算结果和模拟结果

(黑色点表示并联弹簧假设下等效介质理论计算结果,红
色点表示串联弹簧假设下等效介质理论计算结果,绿色点
为模拟结果,上述结果均进行了归一化处理)
Fig. 9. Sound velocity calculated by improved effec-
tive medium theory and simulation results (the black
dots show the calculation results of improved effective
medium theory based on parallel spring hypothesis,
the red dots represent the results of improved effec-
tive medium theory based on series spring hypothesis,
and the green dots is the simulation results. All the
above results are normalized).

由于实验无法得到内部接触配位数的值, 故选
择将模拟数据与按照并联模型及串联模型计算得

到的数据作为对比. 统计模拟结果平均配位数时,
对于接触边壁的颗粒 (约有 1000个左右)只统计颗
粒间的接触, 故造成统计实际值较理想值偏低, 本
文配位数变化范围为 4.37—5.58. 模拟结果及模型
结果进行归一化处理如图 9所示. 显然按照并联模
型改进的EMT计算结果与橡胶占比较低时模拟结
果相符合, 而按照串联模型改进的EMT计算结果
与橡胶占比较高时模拟结果一致. 其他橡胶颗粒占
比下模拟结果与两个模型计算的结果均存在较大

偏差. 对于文献 [19]所报道的结果与本文结果的差
异, 可能是因为本文采用固定刚性边壁容器加载,
而文献 [19]采用偏应力为零的静水压加载方式加
载, 从而两个实验样品内部的应力状态不同所致.
下一步我们计划就边界条件以及加载方式对于混

合颗粒弹性的影响等问题展开研究.

4 结 论

本文利用声波探测的实验方法结合离散元模

拟, 研究了随机密堆玻璃 -橡胶混合颗粒体系所含
材料比例与体系等效动弹性模量的关系. 实验和

模拟结果显示, 随着橡胶珠掺杂比例的增加, 混合
体系的等效动弹性模量呈现出非线性单调变化.
当 ξ < 20%时, 模量降低趋势比较缓和, 表现为
类玻璃颗粒刚性行为; 随后模量迅速降低, 直至
ξ > 80%, 变化趋势再度缓和, 表现为类橡胶颗粒柔
性行为. 通过样品内部力链与接触力分布的分析,
认为低橡胶占比的混合样品内主要是由玻璃珠构

成承载外力的主力链而橡胶珠基本不参与. 进入转
换区后橡胶珠代替玻璃珠出现在主力链上, 因此声
波传播更慢, 体系逐渐向类橡胶柔性区转化并在高
橡胶占比时再次稳定. 对于低橡胶占比和高橡胶占
比的样品提出了基于等效并联模型和串联模型的

改进EMT形式, 理论计算结果和模拟结果相符合.
该研究有利于人们更为直观地了解混合颗粒材料

弹性行为的变化规律, 并对材料力学性能优化以及
实际应用有一定的理论指导作用.

感谢山西省 “1331工程”重点创新团队项目对课题的

资助.
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Abstract
The mixture of scrap rubber particles and sands has been extensively used as geotechnical engineering recycled

materials due to its environmental protection performance, light quality and excellent energy dissipation capability.
The mechanical properties of the system can be modulated by the mixing ratio between soft and hard components.
But the reasons for such a change on a particle scale are not yet clear. In this paper the elastic behaviors of glass-
rubber mixed particles are studied by the sound velocity measurement and discrete element simulation. The velocity of
compressional wave and the dynamic effective elastic modulus of mixed sample under hydrostatic stress are measured
by time-of-flight method. It is found that the wave velocity is almost constant and the modulus decreases slightly with
the proportion of rubber particles increasing to 20%. After that the wave velocity and modulus decrease rapidly and
the system transforms from rigid-like behavior to soft-like behavior until the proportion of rubber particles reaches to
80%. When the proportion of rubber particles are more than 80%, the compressional wave velocity and the dynamic
effective elastic modulus remain stable again. Such experimental results are consistent with discrete element method
analyses which provide more in-depth insights into the micromechanics of the mixture. The simulation reveals that
at low rubber fraction the main force chain structure is basically composed of glass particles without rubber particles,
which accounts for the phenomenon that the velocity of the compressional wave is basically constant. When the glass
particles and rubber particles co-construct the main force chain structure, the distribution of the normal contact force is
relatively uniform at high rubber fraction. This can be regarded as the glass particles suspending in the rubber particles.
An improved effective medium theory is proposed to describe the elastic behavior of the mixed particles system. It is
considered that the deformation of the internal particles is relatively uniform for glass dominated mixture which satisfies
the isostress hypothesis. A parallel spring model can be used to describe the nonlinear contact model of particles in such
materials. On the other hand, rubber dominated mixture approximately satisfies the isostrain hypothesis, which can be
described by a series spring model. The outcomes of such models are in agreement with the simulation results for rigid
glass dominated mixture and soft rubber dominated mixture. This study is helpful in exploring the mechanisms that
are responsible for the macroscale elastic behavior of mixed granular material from the microscopic point of view.

Keywords: mixed granular, discrete element method, velocity measurement, dynamic elastic modulus
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